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Введение 
В настоящее временя появляется все больший интерес к построению логических решающих функций на 
основе анализа экспертной информации, заданной в виде вероятностных логических высказываний 
нескольких экспертов, реализации адаптивных методов и согласования высказываний [1-8] . 
В данной работе предложено записывать высказывания экспертов в виде формул многозначной логики 
Лукасевича [3]. При организации поиска логических закономерностей требуются как расстояния между 
высказываниями экспертов и формулами в моделях (по базе знаний) в произвольный текущий момент 
времени, так и мера опровержимости. Последняя позволяет ранжировать высказывания по степени их 
нетривильности, важности. Планируемая обработка сообщений экспертов в различные моменты (срезы) 
времени показывает, что поскольку гипотезы-предположения у экспертов вообще говоря меняются, то 
расстояния и мера опровержимости тоже могут изменяться. Значит происходит адаптация во времени как 
самой теории, так и расстояний между высказываниями и их опровержимостей. Аппарат для обработки 
таких знаний подготовлен в работах Викентьева А.А., начатых совместно с Лбовым Г.С. и Кореневой Л.Н., 
а согласования знаний- высказываний в работах Лбова-Герасимова [4-6] в классе логических решающих 
функций. Сигнал о смене класса моделей (а значит и теории) будет исходить либо от самих экспертов (по 
их изменяющимся знаниям) или при получении неправильных результатов при использовании старой 
(базы знаний) теории. В случае п=2, n=3 проведены теоретические исследования по указанным выше 
вопросам. Здесь рассмотрен случай для произвольного n . Конечно, не все ранее доказанные результаты 
для малых n переносятся на общую ситуацию.  
Ясно, что различные высказывания экспертов (и соответствующие им формулы) несут в себе разное 
количество информации, а значит, возникает вопрос о ранжировании высказываний экспертов и 
сравнении их по информативности (мере опровержимости). Для решения этих задач в работе будут 
введены и найдены свойства расстояния между формулами. Подробно рассмотрена мера 
опровержимости рассматриваемых формул.  
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 07-01-00331а. 
Определение расстояния между высказываниями экспертов  
Определение 1.1. Множество элементарных высказываний )(ϕnS , используемых при написании 
формул многозначной логики ϕ , назовем носителем формулы ϕ . 
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Определение 1.2. Назовем носителем совокупности знаний )(ΣnS , объединение носителей формул, 
входящих в Σ , т.е. )()( ϕϕ nn SS Σ∈∪=Σ . 
Определение 1.3. Назовем множеством возможных значений носителя совокупности знаний 
}1,..,1),(|{)(
1
−=Σ∈=Σ
−
nkSQ
n
k
n ϕϕ . 
Определение 1.4. Моделью М назовем любое подмножество )(ΣnQ  такое, что М не содержит 
одновременно 
1−n
kϕ  и 
1−n
lϕ  )(Σ∈∀≠∀ Qlk ϕ  
Множество всех моделей будем обозначать ))(( ΣSPn . Для упрощения записи, верхний индекс у 
формул, означающий значность высказывания, будем опускать когда это не вызывает трудностей.  
Лемма 1.1. ( о числе моделей ))(( ΣSPn ) 
)|(||))((| Σ=Σ SnSP . 
Доказательство: докажем утверждение по индукции. 
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Пусть верно для 1|)(| −=Σ kS ; },..,,{)( 121 −=Σ kAAAS ; )|(|))(( Σ=Σ SnSP ; 
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Докажем обратное включение. 
Пусть ))(( Σ′∈ SPM . Тогда  
если MAkl ∈ , где }0,..,1
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Следовательно,
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Значит, 
)|(|1)|(|)|(| '*|))((||))((|...|))((||))((||))((| Σ+ΣΣ ===Σ=Σ++Σ+Σ=Σ′ SSS nnnnSPnSPSPSPSP .  
ч.т.д. 
Определение 1.5. Элементарная формула A  принимает на модели M  значение 
1−n
k , k =1, .., 1−n , 
если MA
n
k ∈
−1
, т.е. M |= MAA
n
k
n
k ∈⇔
−− 11
. 
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Определение 1.6. Элементарная формула A принимает на модели M значение 0, если 
MA
n
k ∉
−1
1,..,1 −=∀ nk . 
Далее, используя определенные выше формулы, полагаем: 
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Во всех остальных случаях формулы принимают значения 0. 
Введем обозначения: 
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Таким образом, любой формуле ϕ такой, что )()( Σ⊆ SS ϕ соответствует совокупность 
1,..,1,)(
1
)( −=
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kS ϕ  моделей из ))(( ΣSP , на которых ϕ  принимает значения 
1,..,1,
1
−=− nkn
k  соответственно. 
Сформулируем некоторые теоретико-модельные свойства.  
Лемма 1.2. 
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Определение 1.7. Назовем формулы ϕ  и ψ  эквивалентными (далее коротко ψϕ ≡ ), если 
∪∪ 1
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kS ModMod ψϕ , т.е. они имеют одно и тоже множество моделей в каждом 
значении истинности. Это отношение является отношением эквивалентности. 
Определение 1.8. Расстоянием между формулами ϕ  и ψ  (такое, что )()()( Σ⊆∪ SSS ψϕ ) на 
множестве ))(( ΣSP  назовем величину (обобщающую нормированную симметрическую разность для 
многозначного случая, что является естественным обобщением расстояния для (классической ) 2- и 3-
значной логик): 
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Свойства расстояния 
Утверждение ( Свойства расстояния )(ΣSρ  ) 
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Для любых формул ψϕ,  таких, что )()()( Σ⊆∪ SSS ψϕ  справедливы утверждения: 
1) 1),(0 )( ≤≤ Σ ψϕρ S ;  
2) ),()( ψϕρ ΣS = ),()( ϕψρ ΣS ; 
3) ),()( ψϕρ ΣS =0 ψϕ ≡⇔ ; 
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6) Если 21 ϕϕ ≡ , то ),( 1)( ψϕρ ΣS = ),( 2)( ψϕρ ΣS ; 
Доказательство: 
1) Очевидно, что 1),(0 )( << Σ ψϕρ S , причем верхняя и нижняя границы достижимы. Приведем 
примеры формул, на которых они достигаются. 
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2) Данное свойство очевидно, из определения расстояния и симметричности операций. 
3) Докажем прямую (слева направо) импликацию. 
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По определению: 
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⇒  Из (3), (4) получаем ψϕψϕ =⇒=
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т.е. ϕ  и ψ  одновременно не принимает значение 0. Если ϕ  принимает значение не 0, то ψ  
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Следующая лемма дает возможность упрощения вычисления расстояния в нашей ситуации. 
Лемма ( о локальности вычисления расстояния и поведении при расширении) 
Для любого )( 0ΣS  т. что )()()( 0Σ⊆∪ SSS ψϕ  и любого )( 1ΣS , т. что )()( 10 Σ⊂Σ SS  имеет 
место равенство: ),(),( )()( 10 ψϕρψϕρ ΣΣ = SS . 
Доказательство 
Рассмотрим )(},{)()( 001 Σ∉∪Σ=Σ SSS χχ . 
При этом })))((|}{{())(())((
1
1
0
1
01 ∪−
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n
k n
k SPMMSPSP χ  и |))((||))((| 01 Σ=Σ SPnSP  
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1
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−
= −
Σ
−
−
=
Σ =
n
k n
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k
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S ModnMod ψϕψϕ  
т.о. 
  
 
 	
 
 	
	
∪
n
n
n
k n
k SPMMSPSP
1
1
1
1
0
11
01 ))}((|}{{))(())((
−
−
= −
Σ∈∪∪Σ=Σ χ ⇒  
⇒  =
+
= Σ
−
= −
Σ
−
= −
Σ
Σ )|(|
1
1 1
0)(
1
1
0
1
)(
)( 1
11
1
|)&(||)&(|
),( S
n
k n
kS
n
k n
kS
S n
ModMod ∪∪ ψϕψϕ
ψϕρ  
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Пусть теперь 1|},...,{||)(\)(| 101 ≥==ΣΣ mAASS m .  
Тогда ),(),(...),(),( )(}{)(}{)()( 10100 ψϕρψϕρψϕρψϕρ Σ∪Σ∪ΣΣ ==== SASASS m .  
ч.т.д.  
Определение и свойства меры опровержимости 
Подход к определению меры опровержимости основывается на естественном предположении: чем 
больше моделей на которых высказывание принимает значение не равное 1, тем высказывание легче 
опровержимо. Поскольку возможных значений не равных 1 несколько, то предлагаем учитывать их 
монотонными весами по всем этим значениям и для каждого такого значения истинности 
нормированными.  
Перейдем к более формальному определению. Мера опровержимости )()( ϕΣSI  для формул из 
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где  iα  удовлетворяет условиям: ;
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Лемма ( свойства меры )(ΣSI  ) Для любых формул ϕ , )(ΣΦ∈ψ  справедливы 
1) ;1)(0 )( ≤≤ Σ ϕSI  
2) ;1)()( )()( =¬+ ΣΣ ϕϕ SS II  
3) )}(),(max{)&( )()()( ψϕψϕ ΣΣΣ ≥ SSS III ; 
4) )}(),(min{)( )()()( ψϕψϕ ΣΣΣ ≤∨ SSS III ; 
5) )()()&()( )()()()( ψϕψϕψϕ ΣΣΣΣ +=+∨ SSSS IIII ; 
Доказательство:  
1) Неравенство очевидно, так как. )(
1
)(
−
Σ
n
iSMod ϕ  попарно не пересекаются, а в объединении дают все 
множество ))(( ΣSP . Свойство 1 доказано. 
2) ( ) ( )( ) ( )S SI Iϕ ϕΣ Σ+ ¬ =  
( )2( ) 0 ( ) 1 1
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∑= + + + = =∑  
3) Распишем подробно, что такое )&()( ψϕΣSI : 
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Получили, что )()&( )()( ϕψϕ ΣΣ ≥ SS II . По симметрии получим аналогичное неравенство для ψ : 
)()&( )()( ψψϕ ΣΣ ≥ SS II  
=> )}(),(max{)&( )()()( ψϕψϕ ΣΣΣ ≥ SSS III . 
Свойство 3 доказано. 
4) Распишем подробнее )()( ψϕ ∨ΣSI : 
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Распишем подробнее )()( ϕΣSI : 
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Вычислим разность двух полученных выше равенств: 
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Получили, что )()( )()( ϕψϕ ΣΣ ≤∨ SS II . По симметрии получим аналогичное неравенство для ψ : 
)()( )()( ψψϕ ΣΣ ≤∨ SS II  
=> )}(),(min{)( )()()( ψϕψϕ ΣΣΣ ≤∨ SSS III . 
Свойство 4 доказано. 
5) Из формул, полученных при доказательстве пунктов 3)- 4) непосредственно следует формула: 
)()()&()( )()()()( ψϕψϕψϕ ΣΣΣΣ +=+∨ SSSS IIII . 
 
 
Рис.1. Дерево “отказа“ заправочной операции 
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Заметим, что связь меры опровержимости с введенным выше расстоянием не такая простая как в случаях 
логик при n=2 или 3. Для введения расстояния было перебрано много вариантов, для них желаемые 
свойства, с точки зрения экспертов, не выполнялись. Так что надеяться на другие случаи не приходится и 
можно констатировать, что в общем случае нет тесной связи между расстоянием и мерой 
опровержимости.  
Рассмотрено дерево событий (рис.1), используемого для анализа причин возникновения аварийных 
ситуаций при автоматизированной заправке емкости. Структура дерева событий включает одно головное 
событие (авария, инцидент), которое соединяется с набором соответствующих нижестоящих событий 
(ошибок, отказов, неблагоприятных внешних воздействий), образующих причинные цепи (сценарии 
аварий).  
Проанализированы из дерева различные высказывания об отказах заправочной станции и найдены 
расстояния между различными формулами и их меры опровержимости при различных n. Результаты 
показали адекватность предлагаемого подхода и качественную похожесть результатов на случаи n=2 и 
n=3. Для больших n ситуация такова: нами рассмотрено несколько задач по вычислению расстояния 
между формулами для различных n. Из полученных таблиц следует, что расстояния различны для 
различных n. И с ростом n расстояния все меньше и меньше отличаются друг от друга. Аналогичная 
ситуация со значениями меры опровержимости.  
Заключение 
Предложенные расстояния и мера опровержимости могут использоваться в изучении баз знаний, их 
пополнений, кластеризации, выявлению противоречивости, а так же в вопросах распознавания образов и 
адаптивных методах построения логических решающих функций по вероятностным высказываниям. 
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